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1 Образ пространства D(R) при преобразовании Фурье-
Лапласа
Из курса “Уравнения с частными производными” известно, что преоб-
разование Фурье является топологическим автоморфизмом пространства Л.
Шварца S, т. е. пространства бесконечно дифференцируемых на оси R функ-
ций, быстро убывающих на бесконечности.
Очевидно, пространство D(R) является подпространством пространства
S. Преобразование Фурье в пространстве D(R) обладает интересным свой-
ством, дающим выход в пространство целых аналитических функций конеч-
ного экспоненциального типа.
Теорема Пэли-Винера. Для функции f , определенной на оси R, экви-
валентны следующие утверждения:
1) Функция f есть образ Фурье функции ' 2 D(R) с носителем, содержа-
щемся в интервале: jxj  b;
2) Функция f продолжима до функции ef , голоморфной на плоскости C, т.
е. целой аналитической функции конечного экспоненциального типа, обла-
дающей свойством:
8 k 2 N 9 ck 2 R : j ef()j  ck(1 + jj2) ke2bjIm j 8  2 C:
Доказательство. 1) Пусть f = F', где ' 2 D(R) и supp' = fjxj  bg.




Очевидно, ef продолжает f . Теорема Лебега о дифференцировании под зна-







(2ix)ne2ix'(x)dx 8n 2 N:
С другой стороны, интегрируя n раз по частям и учитывая финитность функ-
ции ', имеем,
( 2i )n ef() = Z
R
e2ix'(n)(x)dx 8n 2 N:
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Оценивая, имеем





j'(n)(x)jdx  e2bjIm jk'(n)(x)k1;
где k  k1 – норма ' в пространстве L1(R). Поэтому 8 k 2 N имеем
(1 + jj2)kj ef()j  cke2bjIm j:






тогда ' 2 E(R) и f есть образ Фурье для '. Далее, покажем, что ' имеет
носитель, содержащийся в отрезке jxj  b.
Для любого 8  2 R, учитывая, что
jf()j  c1(1 + jj2) 1e2bjj; где  =  + i ;
имеем Z
R















1 + jj2 :
Поскольку  – произвольное вещественное, возьмем  = x, где  > 0,
тогда
j'(x)j  c1e2jj(b jxj):
Это показывает, что при ! +1,
'(x) = 0; если jxj > b:
Отметим, что голоморфная функция ef() называется образом Фурье-
Лапласа для элемента ' 2 D.
5
2 Образ пространства E 0(R) при преобразовании Фурье-
Лапласа
Теорема Пэли-Винера-Шварца. Для функции f , определенной на оси R,
эквивалентны следующие утверждения:
1) Функция f есть образ Фурье обобщенной функции T 2 E 0(R) с носите-
лем, содержащимся в интервале: jxj  b;
2) Функция f продолжима до функции ef голоморфной на плоскости C, т.
е. целой аналитической функции конечного экспоненциального типа, обла-
дающей свойством:
9m 2 N; 9C > 0 : j ef()j  C(1 + jj2)m2 e2bjIm j 8  2 C:
Доказательство. 1) Пусть f = F(T ), где T 2 E 0(R) такая, что suppT = K,
где K  fjxj  bg. Известно, что f() =< T; e2ix > 8  2 R.
Положим: ef() =< T; e2ix > 8  2 C:
Тогда ef() – голоморфная функция на C. С другой стороны, существуют
C > 0 и m 2 N такие, что 8' 2 E(R) имеет место неравенство





Если ' = e2ix , тогда
j ef()j  C sup
km
j(2)kje2bjIm j:
Следовательно, ef() удовлетворяет утверждению 2).
2) Обратно, пусть функция f удовлетворяет утверждению 2). Очевидно,
f есть образ Фурье некоторой обобщенной функции T , так как функция f
сама есть обобщенная функция медленного роста.
Пусть (j)j2N – регуляризующая последовательность. Можно считать, что
j имеет носитель в интервале jxj < "j, где последовательность ("j)! 0, при
j !1.
Если Tj = T  j – регуляризация для T посредством j, тоbTj = F(Tj) = bj bT = bjf:
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Согласно теореме Пэли-Винера каждая функция bj продолжима на C до
функции, которую снова обозначим bj, голоморфной и обладающей свой-
ством:
8n 2 N; 9Cn;j : jj()j  Cn;j(1 + jj2) n2 e2"j jIm j:
Следовательно,
8 k 2 N; 9Ck;j : j bTj()j  Ck;j(1 + jj2) k2 e2("j+b)jIm j
(достаточно взять Ck;j = CC(k+m);j).
Согласно теореме Пэли-Винера, Tj имеет компактный носитель, лежащий
на отрезке jxj  b+ "j. При j !1 последовательность (Tj)j2N сходится к T
в топологии D0(Rn). Пусть ' 2 D(R) такая, что supp'  fjxj  bg?, где ? –
дополнение. Для достаточно больших j имеем
supp'  fjxj  b+ "jg?
и, следовательно, < Tj; ' >= 0. Отсюда следует, что < T; ' >= 0, а значит,
suppT  fjxj  bg, что и требовалось доказать.
Важное следствие. Образ Фурье любой обобщенной функции с ком-
пактным носителем не может иметь компактного носителя, т.е.
E 0(R) \ F(E 0) = f0g:
Доказательство. Пусть T 2 E 0(R) и f = F(T ), тогда f продолжима доef – функции голоморфной в C. Откуда вытекает, что f есть аналитическая
функция на R. Но всякая аналитическая на R функция, обращающаяся в
нуль на непустом открытом множестве из R, тождественно равна нулю на
R. Поэтому f не может быть с компактным носителем что и требовалось
доказать.
Напомним, голоморфная функция ef называется образом Фурье-Лапласа
обобщенной функции T с компактным носителем.
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3 Ультраобобщенные функции на R и действия над ни-
ми
Пусть S(R) – топологическое векторное пространство бесконечно дифферен-
цируемых функций '(x), быстро убывающих на бесконечности, с топологией,
определяемой одним из эквивалентных семейств полунорм. А преобразование




e2ix'(x)dx; 8' 2 S(R) 8  2 R:
Известно, что преобразование Фурье является топологическим автоморфиз-
мом пространства S(R). Обратным преобразованием Фурье является копре-




e 2ix'(x)dx; 8' 2 S(R) 8  2 R:
Свойство автоморфизма преобразования Фурье для пространства S(R)
позволяет определить преобразование Фурье в пространстве S 0(R) обобщен-
ных функций медленного (умеренного) роста как оператор, транспонирован-
ный tF к оператору - топологическому автоморфизму пространства S(R), т.
е. к преобразованию Фурье F в пространстве S(R).
Итак, для 8T 2 S 0(R) и 8' 2 S имеем
< tF(T ); ' >:=< T;F' > :
В дальнейшем, вместо tF будем писать F , т. е.
< F(T ); ' >:=< T;F' > :
Аналогично определяется копреобразование Фурье на S 0(R):
< F(T ); ' >:=< T;F' >;
где tF отождествляем с F .
В силу принципа дуальности (двойственности) отображение F в S 0(R) так-
же является топологическим автоморфизмом пространства S 0(R), где S 0(R)
снабжено слабой или сильной дуальной топологией.
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Продолжим преобразование Фурье в пространство D0(R) обобщенных
функций на R, привлекая свойства преобразования Фурье в пространстве
D(R), т. е. в пространстве бесконечно дифференцируемых, финитных функ-
ций на R.
Рассмотрим подпространство Z(R) из S(R):
Z(R) := f' 2 S(R) j F' 2 D(R)g:
В силу плотностиD(R) в S(R), пространство Z(R) плотно в S(R) и устойчиво
относительно операций дифференцирования и умножения на мономы. Далее,
из определения пространства Z(R) и в силу того, что F и F есть автоморфиз-
мы пространства S(R), вытекает, что сужение преобразования Фурье F на
Z(R) есть линейная биекция пространства Z(R) на D(R), а F есть обратная
биекция.
Определение. Всякий линейный функционал, непрерывный на Z(R), на-
зывается ультраобобщенной функцией на R.
Множество ультраобобщенных функций на R обозначают Z0(R) и снабжа-
ют слабой или сильной дуальной топологией. Поскольку Z(R) непрерывно и
плотно вкладывается в S(R), то в силу принципа дуальности (двойственно-
сти) пространство S 0(R) непрерывно вкладывается в D0(R).
Определение. Преобразование Фурье F непрерывно и биективно отобра-
жает пространство Z(R) на D(R). Транспонированное к нему преобразование
tF отображает непрерывно и биективно пространство D0(R) на Z0(R). Оно и
определяет преобразование Фурье на D0(R), а преобразование tF есть копре-
образование Фурье.
Итак, 8T 2 D0(R), 8 2 Z(R) имеем:
< F(T );  >:=< T;F >;
< F(T );  >:=< T;F >;
где, по-прежнему, отождествляются tF  F и tF  F .
Введем пространства O(R) = F(E 0) и O0(R) = F(E), где O(R) - простран-
ство бесконечно дифференцируемых функций, растущих на бесконечности
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не быстрее полинома, а O0(R) - пространство ультраобобщенных функций
быстрого убывания.
Пусть f 2 O(R), и  2 Z(R). Рассмотрим отображение:  y f . Так как
O(R)  M(R) - пространство, мультипликаторное для пространства S(R),
а Z(R)  S(R), имеем F(f ) = F(f)  F( ). Но F(f) 2 E 0, а F( ) 2 D(R).
Следовательно, F(f ) 2 D(R), т.е. f 2 Z(R). Итак, отображение  y f 
преобразует пространство Z(R) в Z(R).
Последний результат позволяет ввести операцию мультипликативного
произведения в пространстве Z(R).
Пусть f 2 O(R) и V 2 Z0(R); мультипликативное произведение fV опре-
деляется по формуле:
< fV;  >:=< V; f > 8 2 Z(R):
Очевидно, fV 2 Z0(R) и отображение V y fV действует из Z0(R) в Z0(R).
В пространстве Z0(R) имеет место
Теорема о перестановке. Для любых f 2 O(R) и V 2 Z0(R) имеем
F(fV ) = F(f)  F(V ).
Доказательство. Действительно, 8 2 Z(R) имеем
< F(fV );  >=< fV;F >=< V; f(F ) >=
=< FFV; f(F ) >=< FV;F [f(F )] > :
Далее, в силу теоремы о перестановке в S(R), имеем:
F [f(F )] = Ff  FF = Ff   :
Следовательно,
< F(fV );  >=< FV;Ff   >=< FV; ( Ff)   >=< (Ff)  F(V );  > :
Введем операцию свертки в пространстве Z0(R).
Пусть  2 Z(R), тогда отображение  y    действует из Z(R) в Z(R).
Действительно, имеем: F(   ) = F  F . Но F и F принадлежат про-
странству D(R) по определению пространства Z(R).
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Определение свертки элемента из Z0(R) и элемента из Z(R).
Для любого  2 Z(R) и любого V 2 Z0(R) свертка   V определяется по
формуле:
<   V;  >:=< V;    >;  2 Z(R);
где (x) := ( x).
Имеет место
Теорема о перестановке. Пусть V 2 Z0(R), а  2 Z(R), тогда (V ) 2
O(R) и
F(  V ) = (F)  (FV ):
Доказательство. Действительно, 8 2 Z(R) имеем:
< F(  V );  >=<   V;F >=< V;   F >=< FFV;   F >=
=< FV;F [   F ] >=< FV; (F)   >=< F()  (FV );  > :
Определение свертки элемента из Z0(R) и элемента из O0(R).
Пусть U 2 O0(R) и V 2 Z0(R). Свертка U  V определяется по формуле:
< U  V;  >:=< V; U   >;  2 Z(R):
Очевидно, отображение V y U  V отображает Z0(R) в Z0(R), так как оно
является транспонированным отображением к отображению  y U  , дей-
ствующему из Z(R) в Z(R).
Теорема о перестановке для элементов из O0(R) и Z0(R). Пусть
U 2 O0(R) и V 2 Z0(R). Тогда
F(U  V ) = F(U)  F(V ):
Доказательство. Действительно, 8' 2 D(R) имеем:
< F(U  V ); ' >=< U  V;F' >=< V; U  F' >=< FFV; U  F' >=
=< FV;F [ U  F'] >=< FV; (FU)  ' >=< F(U)  F(V ); ' > :
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4 Преобразование Фурье-Лапласа и ультраобобщенные
функции на комплексной плоскости
Введем понятие преобразование Фурье-Лапласа, из которого определим уль-
траобобщенные функции на C, которые представляют более практичный ап-
парат, чем ультраобобщенные функции на R.




exp(2i x)'(x)dx 8 2 C:
Очевидно, функция (FL)() определена на C и является продолжением
функции (F')(), определенной на R, где  =  + i .
Образ Фурье-Лапласа для D(R) обозначим Z(C).
Характеристика пространства Z(C) дается теоремой Пэли-Винера. Пре-
образование FL есть изоморфизм пространства D(R) на Z(C). Обратный




exp( 2i x) ()d 8x 2 R 8 2 Z(C);
где  () – сужение  () на ось R.
Дуальное пространство к пространству Z(C) обозначают Z0(C) и снабжа-
ют слабой или сильной дуальной топологией.
Преобразование Фурье-Лапласа обобщенной функции T 2 D0(R) опреде-
ляем формулой:
< FL(T );  >:=< T;F >; 8 2 Z(C);
где F – образ Фурье сужения функции  на R.
Так как отображение  y F есть изоморфизм пространства Z(C) на
D(R), то отображение T y FL(T ) есть изоморфизм пространства D0(R) на
Z0(C), поскольку оно является транспонированным к отображению  y F .
На практике полезна формула обращения в итерационном виде
FL[FL(T )] = T 8T 2 D0(R):
Пусть O0(C) := FL(E) и O(C) := FL(E 0). Возьмем 8T 2 E 0. Вычислим
FL(T ). Применяя понятия прямого произведения обобщенных функций и
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итерационной формулы дуальности, получим
< FL(T );  >=< T;F >=< T;< e2ix;  () >>=< T (x)
  (); e2ix >=
=<  (); < T; e2ix >>=<< T; e2ix >; > :
Итак, имеем
FL(T )() =< T; e2ix > 8 2 C:
Напомним, что характеристика пространства O(C) дается теоремой Пэли-
Винера-Л. Шварца [1], [4].
Мультипликативное произведение элемента из O(C) и элемента из
Z0(C) дается формулой:
< UV;  >:=< V;U > 8U 2 O(C) 8V 2 Z0(C) 8 2 Z(C);
так как отображение V y UV есть транспонированное отображение к отоб-
ражению  y U , которое, очевидно, действует из Z(R) в Z(R), при этом
отображение V y UV действует из Z0(R) в Z0(R) в силу принципа дуально-
сти.
А свертка элементов из O0(C) и элемента из Z0(C) определяется по фор-
муле
< W  V;  >:=< V; W   >;  2 Z(C); W 2 O0(C); V 2 Z0(C):
Так как отображение  y W   действует из Z(R) в Z(R), отображение
V y W  V действует из Z0(R) в Z0(R) в силу принципа дуальности.
Имеет место
Теорема о перестановке.(
FL(T  S) = FL(T )  FL(S); 8T 2 D0(R); 8S 2 E 0;
FL(fT ) = FL(f)  FL(T ); 8f 2 E :
Доказательство. Действительно, имеем 8 2 Z(C):
< FL(T  S);  >=< S  T;F >=< T; S  F >=
< T; (FFS)  F >=< T;F [(FS) ] >=
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< FL(T ); (FS) >=< FL(T )  FL(S);  >; ибо FS = FL(S)jI=0
Аналогично доказывается второе утверждение.
Примеры преобразования Фурье-Лапласа на оси (R).
1. 8a 2 R пусть a - функция Дирака. Найдем FL(a)(). Так как a 2 E 0,
FL(a)() =< a; e2ix >= e2i a ; 8 2 C:
2. 8 2 N пусть () = d

dx
: Так как () 2 E 0,
FL(())() =< (); e2ix >= ( 1) < ; fe2ixg() >=
= ( 1)(2i ) = ( 2i ); 8 2 C:












 FL(T ) = ( 2i )  FL(T ):
4. Пусть T 2 D0(R), 8a 2 R рассмотрим aT , где a - оператор сдвига в
точку a. Найдем FL(aT ):
FL(aT ) = FL(a  T ) = FL(a  T ) = FL(a)FL(N) = e2ai FL(T ):
Вводим в Z0(C) следующие операции:




V;  >:= ( 1) < V; d
 
dx
> 8 2 N 8 2 Z(C):
Также 8a 2 C определим ультраобобщенную функцию Дирака a на C фор-
мулой ([2], стр. 180-185):
< a;  >:=  (a); 8 2 Z(C):







   a ;
где L - произвольный гладкий замкнутый контур, содержащий внутри точку
 = a и пробегаемый в положительном направлении один раз.
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Итак, ультраобобщенная функция Дирака a есть аналитический функ-
ционал на C. Отметим, что если функция Дирака на R есть сингулярная
обобщенная функция, то ультраобобщенная функция Дирака a есть регу-
лярная ультраобобщенная функция, определяемая функцией 1=[2i (   a)].
Часто пространство Z0(C) называют пространством аналитических
функционалов в силу справдливости следующего утверждения.















сходится к функции e2i ax в топологии пространства E(R). Пусть T 2 D0(R)






сходится к обобщенной функции e2i axT в сильной топологии пространства
D0(R). Переходя к преобразованию FL, получаем утверждение теоремы.
Справедливы следующие предложения.
Предложение 1. Для любых n 2 N и точки a 2 C(
FL[(2i x)n]() = (n)();
FL(e2i ax)() =  a();
где () и  a() - ультраобобщенные функции Дирака.
Докажем второе утверждение. Иначе говоря, надо показать, что
< FL(e2i ax);  >=<  a();  > 8 2 Z(C);
или Z
R
e2i ax'( x)dx =  ( a) =
Z
R
e 2i ax'(x)dx 8' 2 D(R):
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А последнее равенство очевидно.
Аналогично доказывается и первое утверждение:
< FL[(2ix)n]();  () >= n();
или
< (2i x)n;F >=< (n)();  () > 8 2 Z(C)
или Z
R
(2ix)n'( x)dx = ( 1)n < ();  (n)() >;
что равносильноZ
R










т.е. пришли к тождеству.
Следствием предложения 1 является
Предложение 2. Для любых n 2 N, a 2 C и T 2 D0(R) имеют место
равенства: (
FL[(2i x)nT ] = dndn [FL(T )]();
FL(e2i axT ) =  a[FL(T )]():
Этот результат следует из теоремы о перестановке и следующих соотношений,
которые легко получаются:
a  V = aV и d
n
dn
 V = d
nV
dn
; 8V 2 Z0(C):
Пусть T 2 S 0(R). Рассмотрим FL(T ). Имеем:
< FL(T );  >:=< T;F [ jIm=0] >=< FT;  jIm=0 > 8 2 Z(R);
т. е. FL(T ) = F(T ), 8T 2 S 0. А это влечет совпадение оператора FL с
оператором KF на пространстве S 0.
Пусть  () 2 Z(C), т.е.  () = FL(')(), где
' 2 D(R) :  jIm=0() = F(')(); 8  2 R:
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   z ; Imz 6= 0;
где 	(z) 2 Z0(C), при этом:
	(z) =
8>><>>:
 (z); если Imz > 0;
1
2 (x); если Imz = 0;
0; если Imz < 0;
но 	+(x) =  (x), 	 (x) = 0. Следовательно, так как
	+(x) 	 (x) =  (x); 8 x 2 R;

























2i tz'(t)dt; Imz > 0;







   z =
( R +1
0 e
2i tz'(t)dt; Imz > 0;
  R 0 1 e2i tz'(t)dt; Imz < 0; 8' 2 D;




2i (   z)

(tjz) = Y (Imz)e
2i tzY (t) Y ( Imz)e2i tzY ( t); 8 t 2 R; Imz 6= 0;
где Y - функция Хевисайда.
Замечание. Получим это непосредственным вычислением.
Найдем преобразование FL функции Хевисайда Y (x).

















; Im > 0:
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Следовательно,
< FL(Y );  >=<   1
2i 
;  () >; Im > 0;
т. е.
KF(Y )() =   1
2i 
; Im > 0;
или
\F(Y )() = KF(Y )() =   1
2i 
; Im > 0;
где \F(Y )() - аналитическое продолжение F(Y ). Переходя к пределу при
Im ! +0 в смысле обобщенных функций из S 0(R), имеем 8' 2 S ([3],
стр.90-99):












2i ( + i 0)
; '

=< +; ' > :
Итак,
  1



























 + i 0
+
1
   i 0










- обобщенные функции (Племеля - Ю.В. Сохоцкого
- В.Гейзенберга - Н.Н.Боголюбова)
Замечания об аналитических функционалах
Из курса комплексного анализа известно что, когда g() - голоморфная
функция, 8  2 Z(C), интегралZ
 
g() ()d =< g;  >
не меняет величины < g;  > при непрерывной деформации контура  , если
начало и конец контура фиксированы и контур   не проходит через особые
точки функции g() (принцип гомотопии).
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Например, функционал-единица:
< 1;  >:=
Z +1
 1
1   ()d
может быть задан интегрированием не только по вещественной оси, но и
вдоль любой линии, идущей из 1 в1 в пределах некоторой полосы jImj 
C. Линии, вдоль которых от любой тестовой (пробной) функции  () 2 Z(C)
интегралы равны, называют эквивалентными ([2], стр.183).
Если за   взять замкнутый контур, то получим функционал, равный нулю.
Контур, вдоль которого интегралы от любой пробной функции  () 2 Z(C)
равны нулю, называют нулевыми.
Функция g() = 1= порождает два различных аналитических функцио-
нала:





; a > 0;





; a > 0;
где интегрирование ведется вдоль прямой, параллельной вещественной оси.
Оба эти функционала удовлетворяют уравнению
U = 1:
Разность (U    U+) может быть приведена к виду





= 2i (0) = 2i ();
где () - ультраобобщенная функция Дирака.
Очевидно, () удовлетворяет уравнению:
() = 0:
5 Приложение к обыкновенным линейным дифферен-
циальным уравнениям в пространстве D0(R)
Рассмотрим уравнение











; ak 2 C:




e2ix'(x)dx; 8 ' 2 D(R);
действует по формуле
< FL(T );  >:=< T (x);F( )(x) >; 8 T 2 D0(R) 8  2 Z(C);
где Z(C) := FL(D),  = FL(')(), 8  2 C.
Применяя преобразование FL к уравнению
P (D)E = (x); (2)
определяющему элементарное решение оператора P (D), имеем уравнение в
Z0(C)
P ()  eE() = 1 8  2 C; (3)
где eE = FL(E), P () =Pnk=0 akk.
Пусть j - нули полинома P () кратности qj, j = 1; p, т. е. n =
Pp
j=1 qj.
Тогда имеем мультипликативную факторизацию уравнения (2)
pY
j=1
(   j)qj  eE = 1 8  2 C; (4)







 E = ( 2i )n(x): (5)
Из представления уравнения (5) вытекает структура элементарного решения
E оператора P (D):













 () - гамма - функция Эйлера. А общая структура элементарного решения
оператора P (D) имеет вид:





где Qqj 1(x) - полиномы степени (qj   1) с произвольными коэффициентами.
Отметим, что общая структура E элементарных решений оператора P (D)
позволяет за счет произвола, входящего в полиномы Qqj 1(x), находить эле-
ментарные решения, принадлежащие различным сверточным алгебрам. Это
позволяет решать вопросы существования и единственности решения урав-
нения (1) даже в сверточных модулях на этих сверточных алгебрах.
Например, если рассматривать уравнение (1) в сверточной алгебре D0+ -
обобщенных функции с носителями в R+ := [0;+1], то элементарное реше-
ние, принадлежащее этой сверточной алгебре имеет вид:
E+(x) = ~pj=1E+j (x);
где




Уравнение (1) имеет в этом случае единственное решение в D0+ 8 S 2 D0+,
следующего вида:
T = E+(x)  S:
Наконец, отметим, что общая структура E элементарного решения операто-
ра P (D), определяемая формулой (6), позволяет находить функции Грина
оператора P (D) при решении краевых задач для уравнения (1).
Примеры в Z0(C)
1) Пусть a 2 C, a 2 Z0(C). Найти FL(a)().
Решение.







e 2ixa'(x)dx =< e 2ixa; ' > 8' 2 D:
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2 Z0(C) 8a 2 C 8n 2 N. Найти FL 1.
Решение.






= ( 1)n < a();
Z
R
( 2ix)ne 2ix'(x)dx >= (2ix)ne 2ixa 2 D0(R):
3) Найти 0() в Z0(C), где () - ультраобобщенная функция Дирака.
Решение.
1-й способ:
< 0;  >=< 0;  >=   < (); f ()g0 >=  f ()g0j=0 =
f  ()   0()gj=0 =   (0) =<  ();  > :
Следовательно, 0 =  ().
2-й способ:
Так как () = 0, то f()g0 = 0. Следовательно, () + 0() = 0 или
0() =  ().
3-й способ:



















=<  (); ' > :
Следовательно, 0() =  ().
4) Пусть k  n. Найти k(n)().
Решение.
< k(n)();  >=< (n)(); k >= ( 1)n < (); fk g(n) >;
но fk g(n) =Pnj=0Cjn(k)(j)( )(n j) =Pkj=nCjn(k)(j)( )(n j), то
( 1)n < (); fk g(n) >= ( 1)nCknk!( )(n k)(0);
< (n k)();  >= ( 1)n k < ();  (n k) >= ( 1)n k (n k)(0):
Откуда  (n k)(0) = ( 1)n k(n k)().
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Следовательно,
< k(n);  >= ( 1)kCknk! < (n k)();  >;
т.е.






k(n)() = ( 1)k n!
(n  k)!
(n k)(); 8 k; n 2 N (k  n):
Если k = n, то:
n(n)() = ( 1)nn!:
Пример уравнения в Z0(C).
Дано уравнение
V = 1; в Z0(C): (7)
Найдем частное решение Vч. Уравнение (7) в Z0(C) означает:
< Vч;  >=< 1;  >; 8  () 2 Z(C):
Функция 1= порождает различные функционалы:





8  2 Z(C);





8  2 Z(C);
где a > 0,  =   i a,  2 R. Они являются частными решениями урав-
нения (7). Рассмотрим разность (U    U+). Этот функционал может быть
представлен в виде:





= 2i (0) = 2i < ();  >;
т. е. функционал V = U  U+ = C() есть общее решение соответствующего
однородного уравнения (7), где () - ультраобобщенная функция Дирака, а
C - произвольная константа.
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Приложение в D0+.
Пусть T 2 D0+(R), имеющая асимптотическую грань ([3], стр. 81): e2x,
где  > 0, т. е. существуют константы R > 0 и C > 0 такие, что 8 ' 2 D(R)
с носителем в x > R имеет место оценка:




В символике Ландау это записывают так:
T = O(e2x):
Покажем, что преобразование FL(T )() есть голоморфная функция в по-
луплоскости Im > . Рассмотрим мультипликативное произведение T e2ix,
где  =  + i , 8  2 R. Очевидно, T e2ix 2 S 0+(R).
Известна ([3], стр. 127) структура обобщенной функции медленного роста.
Для любой обобщенной функции S 2 S 0(R) существует n 2 N и непрерывная








- производная в смысле обобщенных функций. Поэтому обобщенная






Следовательно, в силу свойств преобразования Фурье-Лапласа, имеем
FL(T )() = ()  ( 2i )nFL(f)(); Im > ;
где  - оператор сдвига в точку  =  2 C для ультраобобщенной функции
Дирака ().
Итак, имеем:
FL(T )() = [ 2i (   )]n[FL(f)](   ); Im >  > 0:
Задача для самостоятельного решения. Пусть T =
Y (x)e 2ix
xm 1
(m  1)! , где m 2 N,  2 C (Im > 0), а Y (x) - функция
Хевисайда. Найти FL(T ).
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Известно, что пространство D0+(R) обобщенных функций на R с носите-
лями на R+ := [0;+1], снабженное операцией свертки, является сверточной
алгеброй с единицей (-мера Дирака). Свертка обобщенных функций S и T
из D0+(R) определяется формулой
< S  T; ' >:=< S(x)
 T (y); '(x+ y) > 8 ' 2 D(R);
где 
 - тензорное (прямое) произведение.
А тензорное произведение S 
 T вычисляется по итерационной формуле
дуальности:
< S
T; '(x+y) >=< S(x); < T (y); '(x+y) >>=< T (y); < S(x); '(x+y) >> :
Здесь используется некорректная, но удобная для практики символика.
Вычислим FL(S  T )(). Для 8  2 Z(C) имеем:
< FL(S  T );  >=< S  T;F >=< S 
 T; (F )(x+ y) >=
=< S 
 T;< e2i (x+y);  () >>:=<S(x)
 T (y); (x; y) < e2i (x+y);  ()>>;
где (x; y) 2 D(R2) такая, что (x; y) = 1 в окрестности (suppS  suppT ) \
supp'(x+ y), которая есть компакт в R2. Такая функция существует в силу
леммы об отделимости типа Урысона.
Следовательно, далее имеем:
<FL(S  T )();  ()>=< (); <S(x)(x; y)e2ix><T (y); (x; y)e2i y>>=
=<< S(x)(x; y); e2ix >< T (y)(y); e2i y >; () >=
=< FL(S)()  FL(T )();  () >; Im > 0:
Таким образом, имеем: 8S; T 2 D0+
FL(S  T )() = FL(S)  FL(T )(); Im > 0:
Итак, сверточная алгебра D0+ изоморфна мультипликативной алгебре
функций, аналитических в Im > 0 с обычной единицей.
Покажем, что FL()() = 1 в Im > 0.
Так как  2 S 0+  D0+,











e2i td = ( 2i ) 1 2i  = 1; Im > 0:
Обозначим через A+() мультипликативную алгебру функций аналитиче-
ских в полуплоскости Im > 0.
Итак,
A+ = FL(D0+)():
Так как пространства A+() и D0+(R) изоморфны при преобразовании Фурье-
Лапласа FL, возникает вопрос отыскания по заданному элементу из A+()
элемента из D0+(R).
Пользоваться теорией на практике не всегда рационально. Предпочтение




   ; Im > Im > 0:
Найти обобщенную функцию T 2 D0+ такую, что
FL(T )() = 
   ; Im > Im > 0:
Имеем:





















Но элементарные решения оператора d=dx+ 2i в D0+ суть
E(x) = Y (t)e 2it;
где Y (t) - функция Хевисайда.
Поскольку E 2 D0+, существует единственное решение последнего уравне-
ния в D0+, которое имеет вид:
T = E  d
dx
= (x)  2iY (x)e 2ix:
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Пример. Дано: f+() = 1=P (), где Im > Imj > 0. Найти T 2 D0+ такую,





k; an = 1; ak 2 C;
а j - тот из нулей полинома P (), который имеет наибольшую мнимую часть.
Решение. Пусть k - нули кратности qk, k = 1; p, т.е.
Pp








( 2i  + 2i k)qk  FL(T )() = ( 2i )n;
или
FLf~pk=1[0(x) + 2i k(x)]qk  T (x)g = ( 2i )nFL():
Следовательно,
~pk=1[0 + 2i k]  T = ( 2i )n(x) (a)
в D0+. Элементарное решение оператора f~pk=1[0 + 2i k]qk  g, принадле-
жащее D0+, имеет вид
E(x) = ~nk=1Ek(x);
где




Следовательно, существует единственное решение уравнения (a) в D0+, кото-
рое имеет вид:
T = ( 2i )nE(x)  (x) = ( 2i )nE(x) 2 D0+:
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6 Приложение преобразования Фурье-Лапласа к опера-
торам комплексного интегродифференцирования






 () ; Re > 0; 
d
dt + 2i 
m
f+m(t); Re  0; m 2 N (Re+m > 0);
где Y (t) - функция Хевисайда;  () - Гамма-функция;  - фиксированное
комплексное число, мнимая часть которого больше нуля; (d=dt+ 2i)m -
есть m-ая итерация оператора (d=dt+ 2i ) в смысле обобщенных функций;
t = e ln t - ветвь, фиксированная условием arg t = 0 на верхнем берегу раз-
реза по R+ := [0;+1].
Выясним, привлекая преобразование Фурье-Лапласа, свойства этого се-
мейства по отношению к операции свертки.
Отметим, что обобщенные функции из этого семейства принадлежат свер-
точной алгебре D0+. Поэтому применяем преобразование Фурье-Лапласа.
С учетом свойств преобразования Фурье-Лапласа, достаточно найти образ
Фурье-Лапласа для функции-ската:
h(t) = Y (t)
t 1
 ()













 2i t = ; t =   
2i 
; dt =   d
2i 
:
















e  1d; Im > 0:
В силу интегральной теоремы Коши и леммыЖордана, возможна змена луча
















; Im > 0:
Поэтому
FL(f)() = 1
[ 2i (   )] ; Im > Im > 0; Re > 0:
Аналогично имеем:
FL(f)() = 1
[ 2i (   )] ; Im > Im > 0; Re  0:
Очевидно, семейство fFL(f)(); 8  2 Cg, снабженное операцией “мульти-
пликативное произведение”, является мультипликативной группой с обычной
единицей, а изоморфное ему семейство ff(t); 8  2 Cgg является сверточной
группой с единицей (мерой Дирака), т. е.(
f(t)  f(t) = f+(t); 8;  2 C;
f(t)  f (t) = f0(t) = :
Замечание. Доказать эти свойства непосредственным вычислением свер-
ток.
По аналогии с известными операторами Римана-Лиувилля ([5], стр. 143),
оператор ff(t)g, 8  2 C можно назвать операторами комплексного (фрак-
тального) интегродифференцирования.
7 О мультипликативном произведении обобщенных
функций
Эта операция вводится всегда с определенными условиями, ибо, как было
показано Л. Шварцем на простом примере, не всегда выполняется основной
закон мультипликативного произведения - закон ассоциативности.
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Рассмотрим три обобщенных функции v:p:1t , t, .
Вычислим:
1) fv:p:1t  tg   = ,
2) v:p:1t  ft  g = .
Известно, что пространство S 0+(R) обобщенных функций медленного роста
с носителями в R+ := [0;1], снабженное операцией “свертка”, есть сверточ-
ная алгебра, т. е. векторное пространство, снабженное операцией “свертка”,
при этом операция “свертка” коммутативна, ассоциативна и является внут-
ренним законом композиции.
Преобразование Карлемана-Фурье отображает взаимно-однозначно свер-
точную алгебру S 0+(R) на мультипликативную алгебру A+(C) функций, ана-
литических в верхней полуплоскости Im > 0.
Напомним, что если f(t) - функция медленного роста, т. е. непрерывная
функция на R, растущая на бесконечности не быстрее полинома, то преобра-




2i tf(t)dt; Im > 0;
  R 0 1 e2i tf(t)dt; Im < 0
или
KF(f)() = Y (Im)
Z +1
0




Если же T 2 S 0(R), то известна структура обобщенной функции T , т. е.





где dn=dtn понимается в смысле обобщенных функций.
Поэтому преобразование Карлемана-Фурье T 2 S 0(R) определяется по
формуле ([3], стр. 128):
KF(T )() = ( 2i )nKF(f)(); Im 6= 0:
Например, пусть T = 1 2 S 0(R), тогда:






e2i tdt =   1
2i 
; Im 6= 0:
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Но, если T = Y (t) - функция Хевисайда, то имеем:
KF(Y )() = Y (Im)
Z +1
0
e2i tdt =   1
2i 
; Im > 0:








































Y ( Im); Im 6= 0:







() = ( 2i )
Z +1
0
e2i tdt = 1; Im > 0:
Заметим, что последние два примера характерны тем, что одна и таже
обобщенная функция - мера Дирака - имеет различные образы при преобра-
зовании FL, ибо она принадлежит разным пространствам обобщенных функ-
ций.
Известна связь преобразования Фурье с преобразованием Карлемана-
Фурье ([3], стр. 128), которая в символической записи имеет вид:
F(T ) = KF+(T ) KF (T ) 8  2 R (I)
или
[F(T )() = KF(T )(); Im 6= 0; (II)
где соотношение (I) это предельное соотношение в смысле обобщенных функ-
ций из S 0(R), т. е.:




fKF(T )( + i ") KF(T )(   i ")g'()d; 8 ' 2 S(R):
А в соотношении (II) [F(T )() - это аналитическое представление преобра-
зования Фурье F(T )() есть преобразование Карлемана-Фурье обобщенной
функции T 2 S 0(R).
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Отметим, что на практике часто удобна формула (II) для отыскания ана-
литического представления обобщенных функций медленного роста.
Действительно, пусть F(T ) = S. Очевидно, в силу автоморфизма пре-
образования Фурье в пространстве S 0, обобщенная функция S 2 S 0. Тогда
T = F(S) где F - копреобразование Фурье в S 0, которое в пространстве S 0
является обратным преобразованием Фурье.
Поэтому соотношение (II) примет вид:
bS() = KF [F(S)](); Im 6= 0:
Примеры.




Ffe2i t   e 2i tg = 1
2i
f(x)   (x)g:

































( 2i )KF [sgn(t  )]()  1
2








  R 0 e2i tdt+ R +1 e2i tdt; Im > 0;R 0
 1 e





  R10 e2i tdt; Im > 0;R  
 1 e








  12i  (e2i   1)  12i  e2i ; Im > 0;
1





  12i  ; Im > 0;
1
2i  e





















2e2i ; Im > 0;





e2i ; Im > 0;
e 2i ; Im < 0:
Проверка: bS+ = 1
2i
e2it; bS  = 1
2i
e 2it;
тогда bS+   bS  = sin(2t) 8 t 2 R:
2) Пусть S = (2i t)n, 8 n 2 N. Найти bS().
Решение.
Так как
F(S) = Ff(2i t)ng =  (n)(x);















2i tdt; Im > 0;R 0
 1 e
2i tdt; Im < 0;(
1
2(2i )
n; Im > 0;
 12(2i )n; Im < 0:
Проверка: bS+ = 1
2
(2i t)n; bS  =  1
2
(2i t)n;
тогда bS+   bS  = (2i t)n:
Предельный переход в смысле обобщенных функций из S 0 при Im ! +0
для элементов из мультипликативной алгебры A+(C) порождает подпро-
странство обобщенных функций A0+(R) из S 0(R), являющихся граничными
значениями (в смысле обобщенных функций S 0) аналитических функций из
A+(C).
При таком пределе операция мультипликативного произведения в A+(C)
переходит в операцию мультипликативного произведения обобщенных функ-
ций из A0+(R) по формуле




U+( + i ")  V +( + i ")'()d 8 ' 2 S(R);
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где U 2 A0+(R), V 2 A0+(R).
Пример.
Пусть
S = Y (t)e2it
tm 1
 (m)




где ;  2 R; m;n 2 N;   - гамма-функция.
Очевидно, S 2 S 0+(R) и T 2 S 0+(R). Далее
U+() = KF(S)() = 1
[ 2i ( + )]m ; Im > 0;
и
V +() = KF(T )() = 1
[ 2i ( + )]n ; Im > 0;
т. е. U+() 2 A+(C), V +() 2 A+(C).
Далее




U  V = ( m+ )( n+) 2 A0+(R):
Очевидно, пространство обобщенных функций A0+(R) снабженное мульти-












= 1; Im > 0:
Отметим, что мультипликативная алгебра A0+(R) не может содержать обоб-
щенные функции с компактным носителем, например, мера Дирака не при-
надлежит A0+(R).
В этой алгебре нет делителя нуля.
Особую роль в этой алгебре играет обобщенная функция +. Поскольку
+ = F [Y (t)](), где Y (t) - функция Хевисайда, то из очевидного соотноше-
ния
[Y (t)]2 = Y (t)
и теоремы о перестановке имеем
+  + = 2+ = +; n+ = + 8 n 2 N: (III)
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Напомним, что аналогичным свойством обладает и мера Дирака , кото-
рая, как известно, является “нейтральным” (или “единичным”) элементом для
операции “свертка”.
Возникает вопрос: нельзя ли в мультипликативной алгебре A0+(R) ввести
также операцию “свертка”?
Введем пространство O 1(R) бесконечно дифференцируемых на R функ-
ций с асимптотикой O(jtj 1) как для самих функций так и для всех их про-
изводных с соответствующей топологией ([3], стр. 81).
Пусть O0 1 - пространство дуальное к пространству O 1(R), т. е. простран-
ство всех линейных функционалов, непрерывных на O 1(R).
Если T 2 O0 1(R), то символом < T; ' > обозначается, как обычно, значе-
ние функционала T на пробной функции ' 2 O 1(R).
Вводят операцию “свертка” для 8 S 2 O0 1(R), 8 T 2 O0 1(R) по формуле:
< S  T; ' >:=< T; S  ' > 8 ' 2 O 1(R);
или по формуле:
< S  T; ' >:=< S; T  ' > 8 ' 2 O 1(R):
Оба определения корректны, так как свертки ( S ') и ( T ') суть элементы
из O 1(R) в силу регуляризующих свойств свертки.
При  >  1 очевидно O  O 1. Следовательно, в силу принципа ду-
альности O0  O0 1. Поэтому введенная операция свертки определена также
для всех пространств O0,  >  1.
Далее заметим, что если S 2 O0(R), T 2 O0(R),  >  1, то и свертка
(S  T ) 2 O0,  >  1.
Если S 2 O0(R), T 2 O0 1(R),  >  1, то свертка определена по формуле
< S  T; ' >:=< T; S  ' > 8 ' 2 O 1(R)
и, очевидно, (S  T ) 2 O0 1.
Таким образом, пространства O0,  >  1, снабженное операцией-свертка,
являются сверточными подалгебрами алгебры O0 1, а пространство O0 1 яв-
ляется сверточным модулем на сверточных алгебрах O0,  >  1.
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Очевидно, обобщенная функция + 2 fO0 1\A0+g. В силу свойств (III) она
является нейтральным элементом для операции “свертка”. Тогда для любой
обобщенной функции из fO0 \ A0+g,  >  1, имеет структуру (+  T ), где
T 2 fO0 \ A0+g,  >  1.
Действительно, имеем
+  (+  T ) = (+  T ); 8 T 2 (O0 \ A0+);    1;
и
\(+  T )() = b+  T =   1
2i
1
     T () =< T ();
1
2i (   ) >=
bT+();
где Im > 0, т. е. bT+() 2 A+(C) является аналитическим представлением
для T 2 (O0 \ A0+).
Итак, T = bT+ = T  +, т.е. + - нейтральный элемент для свертки в
(O0 \ A0+). Пространства O0 \ A0+), где    1, снабженные операциями
мультипликативного произведения и свертки, являются мультипликативно-
сверточными алгебрами. Обозначим эти пространства (MC)0,    1.
Пример.
Исходя из вышеизложенного относительно обобщенной функции +, до-







+ 8 n 2 N [ f0g:
Интересно заметить, что любой функции g(), аналитической в Im > 0,
определена композиция g(+), но если  - мера Дирака, то композиция g()
не определена.
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8 Примеры и задачи





T = 0; T 2 D0(R):





   z ;
где L – произвольный замкнутый контур, содержащий внутри точку
 = a и пробегающий один раз в положительном направлении, есть уль-





   z ; 8  2 Z(C):
3. Вычислить свертку: ()  z(), где  и z - ультраобобщенные функции
Дирака.
4. Вычислить FL 1(z)(t) 8z 2 C.
5. В полуплоскости Im  > 0 дана функция
f+() = sinc(2) :=
sin(2)
2
(синус-кардиналис). Найти T 2 D0+(R) такую, что FL(T )() = f+(),
Im > 0.




,   - гамма-функция.
Элементарным решением какого оператора-свертки она является? Какой
сверточной алгебре принадлежит оператор-свертки?
7. Вычислить fY (t)e2itgn 8 n 2 N, где  2 C.
Элементарным решением какого оператора свертки является вычислен-
ный результат - функция-ската? Какой сверточной алгебре принадлежат
оператор свертки?
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8. Вычислить свертку fY (a  jtj)gn 8 n 2 N, где a > 0.
Какому функциональному пространству принадлежит образ Фурье-
Лапласа этой свертки?





+  U = W
в мультипликативно-сверточной алгебре (MC)0 1(R), где ak 2 C, W –
заданная функция из (MC)0 1(R).
10. a. Дано T = sin(2t),  2 C. Найти FL(T )().
b. Дано T = cos(2t),  2 C. Найти FL(T )().
c. Дано T = sh(2t),  2 C. Найти FL(T )().
d. Дано T = ch(2t),  2 C. Найти FL(T )().
11. Дано T = Y (t) sin(2t), 2 C (Im > 0) . Найти FL(T )().
12. Решить в сверточной алгебре D0+ уравнение Y (t) = sin(2t)  U = W ,









; Re b > 0;
 2 C (Im > 0);
где   - гамма-функция. Вычислить свертку.






























fa+m;(t); Re a < 0; m 2 N (Re a+m > 0);
 2 C (Im > 0); Y (t) - функция Хевисайда, (d=dt+ 2i)m - m-я
итерация дифференциального оператора (d=dt+ 2i) в смысле D0(R).
15. Доказать равенство
+  + =   1
2i (  )f+   +g; ;  2 R ( 6= );
где  - оператор сдвига в точку t = , т. е. '(t) := '(t  ).
16. Доказать равенство
f1  [( 2i)+]pg + =
p 1X
k=0
( 2i)kk+1+ 8 p 2 N 8  2 R:
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